Churong 1: Ham bién sé phirc

Néu ta thém diéu kién W(O):i thi i = e’ 05 = e =—i.
+1
s \ 2 —i
Vay phép bién hinh can timla w=—i 3 .
z7 41
|Z| <1
Vi du 1.14: Tim phép bién hinh béo gidc w= f(z) bién miénD : il 1 thanh bang
zZ——|>—
2|7 2

—-1<Rewx<l.

y . +b
Gidi: Phép bién hinh phan tuyén tinh & = @z

— bién i, 0,—i lan luot thanh oo, i,—i, do
zZ—1

d6 & bién mién D thanh bang —1<Imé <1 .
Phép quay w =i bién bang —1 <Im& <1 thanh bing —1<Rew<1 .

Vay phép bién hinh can tim 1a w = —3iz ] 3Z ! .

z—1 z—1

=3iz+1

v

1.4. TICH PHAN PHUC, CONG THUC TiCH PHAN CAUCHY

Trong muc nay ta nghién ctru céc tinh chat va cac bi€u dién ciia ham phic giai tich, vi vay
ta chi xét cac ham don tri.

1.4.1. DPinh nghia va cac tinh chit ciia tich phan phirc

Khai ni¢m tich phan phtrc doc theo mot duong cong dugc dinh nghia twong ty tich phan
duong loai 2.

Giase w= f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) xéc dinh don trj trong mién D. L 1 dudng cong (c6 thé
dong kin) nam trong D ¢ diém mat dau 1a A mut cudi 1a B.

Chia L thanh n doan béi cac diém A = Z0s 21> 295 yZpy =B nam trén L theo thu tu tang

dan cua cac chi sO.
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A

y

A . N \ A 4R Ay 1 .
Chon trén moi cung con Zk-1,>Zk cua duong cong L mét diem batky C; =&, +iny .

bat z, =x, +iy,, Az, =z, -z, A, =x,—X,_, Ay, =y, —y,: k=12,..,n

= f(Cr)Az, (1.48)

k=1
duogc goi 1a tong tich phan cia ham f (z) trén L tng v4i phan hoach va cach chon cac diém dai
dién trén. Téng nay ndi chung phu thudc vao ham f (Z), duong L, cach chia L béi cac diém z;, va

cach chon cac diém gy, .

Néu khi max |Az k| -0 tong S, tién toi gi6¢i han 7 € C khong phu thudc cach chia duong
1<k<n

L va chon céc diém Q « thildugc goi la tich phan cua ham f (z) doc theo duong cong L tir A dén

B, ky hiéu I f . Vay
4B

I = dz = 1 1.49
Zjéf(Z) 2 lrgkixlfzriléozf i) Az (1.49)

Téng tich phan (1.48) co thé phan tich thanh tong ctia 2 tong tich phan dudng loai 2.

gf(é/k)AZk :g[”(fkank)"‘iv(ékank)](mk +iAyk)

= > (& ) Ay =v (& ) Ay |+ [ V(& ) Ay +u (S ) Ay | (1.50)
k=1 k=1

Tuong tu (1.27), ap dung (1.17) ta co

max |Axk| —0

max |Azk| S0 o Jisk
1<k<n max |Ayk| -0
1<k<n

Vi vay tich phan phtic (1.49) ton tai khi va chi khi hai tich phan duong loai 2 c¢6 tong tich
phan (1.50) ton tai va c6 dang thic
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J. f(z)dz: J. udx—vdy+i-|. vdx + udy (1.51)
4B

Py Py

AB AB
Néu ham w= f (z) = u(x, y)+ iv(x, y) lién tuc trén D va cung AB tron timg khuc thi ton
tai hai tich phan duong loai 2 & vé phai cua (1.51) do d6 ton tai tich phan phirc trong tng.
Ding thirc (1.51) suy ra rang tich phan phirc ¢ cac tinh chat nhu cac tinh chét cua tich phan
duong loai 2.

[ (f()rg(2)d= [ f(2)dz [ g(2).

g

4B 4B 4B
. J‘kf(z)dz:k'[f(z)dz;k—const.
AB AB

. if(z)dz:—if(z)dz.

I f(2)d=

< J.| f (z) ds,

L
vé phai cua bat ding thuc 1 tich phan dudng loai 1 trén cung L c6 vi phan cung la
ds = |dz| = y/dx* + dy* . Dic biét, néu |f(z) < M, Vz e L va I 1add dai ciia duong cong L thi

[f(z)dz| <M. (1.52)

L

Khi A tring v&i B thi L 1a duong cong kin (ta chi xét cac dudng cong kin khong tu cit, goi
la duong Jordan). Tich phan trén duong cong kin L dugc quy uéc léy theo chiéu duong, ky hiéu la

?f(z)dz.

Vi du 1.15: Tinh tich phan 7 = j 22dz; A=1+i, B=2+4i

AB
1. Doc theo parabol y:xz, 1<x<2. y 4

2. Doc theo dudng thang ndi A va B.

Giai: 4i B
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1= I 22dz = I (x+iy)2 (dx+idy): I (xz—yz)dx—2xydy+ij 2xydx+(x2—y2)dy

~ ~ .

AB AB AB AB

1. Néu lay tich phan doc theo y = x? thi dy =2xdx

= 1=?[(x2 *)-ax ]dx+zj[2x +( by ]d —_—86—61.

2. Néu ly tich phan doc theo dudng thang ndi tir A dén B thi y =3x—2, dy = 3dx

I =Hx2 ~(3x-2) —2x(3x—2)3}dx+ij[2x(3x—2)+3(x2 —(3x—2)2)}dx:_786—6i.

Qua vi du trén ta nhan thay gia tri cua tich phan khong phu thudc vao duong ly tich phan tir A
dén B. Céc dinh 1y sau cho diéu kién can va du dé tich phan phirc khong phu thudc vao duong lay
tich phan ndi hai ddu mit cta duong.

1.4.2. Pinh ly tich phan Cauchy

Pinh Iy 1.6: Diéu kién can va du dé tich phan cua ham f (z) trong mién D khong phu thudc
vao duong lay tich phan 1a tich phan cia f (z) doc theo moi duong cong kin bat ky (khong tur cat
nhau) trong D phai bang 0.

Pinh 1y 1.7: Néu ham phiac w= f (z) giai tich trong mién don lién D thi tich phan cia
f (z) doc theo moi dudng cong kin L bét ky trong D déu bang 0.

Chirng minh: Ap dung dinh 1y Green dé dua tich phan dudng loai 2 vé tich phan kép va
cong thic (1.51) ta cod

u
dz = Qudx —vdy +iPvdx+ud ———— |dxdy + ——— |dxd
L | ) | ol
trong @6 A 13 hinh phing gi6i han béi duong cong kin L nam trong D.

Viw=f (z) giai tich trong mién don lién D nén cac ham dudi dau tich phan trong hai tich

phan kép & trén déu bang 0 do théa méin diéu kién Cauchy-Riemann. Vay q; f (z) dz=0.
L

Hé qua 1: Néu w= f(z) giai tich trong mién kin, don lién D thi. qs f(z)dz =0.

oD

Chirng minh: Ton tai mién don lién G o D va f (z) giai tich trong G. Ap dung dinh 1y 1.9
cho ham f (z) trong G va tich phan ldy trén duong cong kin oD < G.

H¢ qua 2: Gia sir ham f (z) giai tich trong mién kin da lién D c6 bién ngoai 1a Iy va bién

trong 1a I7,...,I',, thi

gSf = Cj)f(z)dz (1.53)
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Chirng minh:

Cét D theo cac lat cit ndi Ty v6i I, ..., T, thi ta dugc mot mién don lién. Tich phan trén

bién clia mién nay bang 0 va chu y rang luc do tich phan trén duong nbi Ty voi Ty, ..., T, dugc

lay hai lan nguoc chiéu nhau vi vay tich phén trén bién bang CI) f (z) dz — Zn: i} f (z) dz=0.

Ty k=1 T,

C6 thé ching minh duoc rang hé qua 1 va hé qua 2 con dung khi f (z) giai tich trong D va

lién tyc trong D.

d. .
Vi du 1.16: Tinh tich phan [, = 4)( z —; neZ trong d6 L 1a dudng cong kin bat ky
1(z—a
khong di qua a .
Gidi:
Goi D 1a mién duoc

gi61 han boi L.

= Néu a ¢ D thi f(z)=

gidi tich trong Dnén 7, =0.

(c-a
* Néu aeD. Goi C,. = {z € CHz—a| = r} la duong tron tdm a ban kinh 7. Chon r du
bé dé C, = D. Xét D' 1a mién nhi lién c6 dugc bang cach lay mién D bé di hinh tron tim a ban
A s A . 1 e , A
kinh 7. D' c6 bién ngodi la L, bién trong la C,.. f (z) = gidi tich trong D'. Theo hé qua

(c-a

2 ta co:
dz dz
I, = —= —.
?(z—a) Cé‘?(z—a)

Phuong trinh tham s6 cta C, cz=a+re"; 0<t<2m. Do dd
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21
) j idt khi n=1
T el 2ni khi n=1
L= [2 _a={ ° e (1.54)
. rnelnt 1 2 0 khi n=-1.
— j M g khi n#1
rn+1 5

1.4.3. Tich phan bét dinh, nguyén ham
Ham F (z) dugc goi 1a mot nguyén ham ctia ham phirc f (z) néu F '(z) =f (Z)
Tuong tw nhu ham thye, ta c¢6 thé ching minh duogc rang néu F (Z) la mot nguyén ham cua

f(z) thi F(z)+C ciing 12 mot nguyén ham cia f(z) va moi nguyén ham cia f(z) déu c6 dang
nhu thé.

Tap hop cac nguyén ham ciua f (z) dugc goi 1a tich phan bat dinh cua f (Z), ky hi¢u
I f (Z)dZ .

Pinh ly 1.8: Gia su ham f (z) giai tich trong mién don lién D, zp € D.Khi do

F(z): J.f(z)dz: J- f(z)dz
Zy ¥4

la mdt nguyén ham cua f (z) Trong d6 vé phai cua dang thic trén 1a tich phan phuc duoc lay
theo dudng cong bat ky nam trong D ndi Zg dén z .

DPinh ly 1.9: (Cong thuc Newton - Lepnitz)

Néu ham f (z) giai tich trong mién don lién D thi ton tai mot nguyén ham F (z) Khi do,

véimoi zg, z; € D taco:

[F(z)dz=F(2)|.=F(z)-F() (1.55)
n+l
Vidu 1.17: jezdz:e2+C, Jz"dz:z +C, Isinzdz:—cosz+C;
n+l
2+4i 3 .
jzde=Z— 2+4l=—§—6i.
1+i 3 1+ 3

1.4.4. Cong thire tich phan Cauchy

Pinh Iy 1.10: Gia su f(z) giai tich trong mién D (c6 thé da lién) c6 bién 1a 8D . Khi do,

voimoi a € D ta co:
1 ¢ /()
=——0p—>=d 1.56
f(a) Zm'iz—a ‘ ( )

tich phan duoc ldy theo chiéu duong ciia 0D .
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Chirng minh: Vi moi € >0 chon 7 di bé dé dudng tron tim a ban kinh 7: C, c Dva
| flz)-r1 (a)| <& (diéu nay c6 dugc vi £(z) lién tuc tai a). Goi D_; 12 mién c6 dugc bang cach bo
di hinh tron C, = {z € C‘ |z —a| < r} tir mién D. Bién cua D_; gdm bién 0D cua D va C,. Ham
/()

227 oiai tich trong mién D; , ap dung hé qua 2 cua Pinh 1y 1.6 ta dugc

zZ—a
1 Cﬁf(z)dZ: ! Cﬁf(z)dz
2riy, z—a 27ricl,z—a

%miwdz—f(a)

zZ—a

Mat khac, tirvidu 1.16 ta c6

27 r

0= f(a)=-=gL g

2ri g, z—a

Ll s

Vi & >0 bé tuy y cho trudc nén

1.4.5. Pao ham cip cao ciia ham giai tich

Pinh ly 1.11: Ham f (z) giai tich trong D thi ¢6 dao ham moi cép trong D va véi moi

aeD taco:

7 (a) = n! S[) /(z) dz (1.57)

- 272_1 J (Z_a)n+1

T (1.56)-(1.57) ta c6 cong thue tich phan Cauchy:

§ 70 (). §LE i o) s
ap zZ—a

y (Z B a)n+1 n!
trong d6 C 1a dudng cong kin bit ky bao quanh @ nim trong D.

Nhéan xét:

1. Pinh 1y trén suy ra rang dao ham ctia mot ham giai tich 1a mot ham giai tich.

2. Két hop dinh 1y 1.7 va dinh 1y 1.10, ta suy ra rang: diéu kién can va du dé ham don trj
f (z) ¢6 nguyén ham trong mién D 1a giai tich trong D.

cosz 1A s \
—~dz , trong d6 C la dudng tron: |z - 1| =3.

Vi du 1.18: Tinh tich phan [ = CﬁW
z+1)z

C

5 \ . . . 1 .
Gidi: Bang phuong phap dong nhat hé so, ta c6 thé phan tich — thanh tong cac phan
(z + l)z
o 1 I 1 1
thire hiru ty toi gian VT L .
(z + l)z zZ z z+1
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Do d6 I:q.D—COSZ dz:—Cﬁ%dz%er)COSZdZJrC_")COSZdZ.
vz

C(z+1)z2 vz 2 v z+1

Céc diém z=0 va z=—1 déu nam trong hinh tron giéi han boi C. Ap dung cong thirc
(1.56)' va (1.57)' ta co:

I =-2ricosz|,_+2rmi(cosz)'

.ot2micosz| __ =2mi(—1+cosl).





