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Nếu ta thêm điều kiện ( ) iw =0  thì ie
i
iei ii −=⇒

+
−

= ϕϕ

0
0 . 

Vậy phép biến hình cần tìm là 
iz
iziw

+

−
−= 3

3
.   

Ví dụ 1.14: Tìm phép biến hình bảo giác ( )zfw =  biến miền
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−

<

2
1

2

1
:D iz

z
  thành băng 

1Re1 <<− w  . 

Giải: Phép biến hình phân tuyến tính 
iz
baz

−
+

=ξ  biến ii −,0,  lần lượt thành ii −∞ ,, , do 

đó ξ  biến miền D thành băng 1Im1 <ξ<−  . 

Phép quay ξ= iw  biến băng 1Im1 <ξ<−  thành băng 1Re1 <<− w  . 

 Vậy phép biến hình cần tìm là 
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iz

iz
iziw

−
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=
−
+−
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1.4. TÍCH PHÂN PHỨC, CÔNG THỨC TÍCH PHÂN CAUCHY 

Trong mục này ta nghiên cứu các tính chất và các biểu diễn của hàm phức giải tích, vì vậy 
ta chỉ xét các hàm đơn trị. 

1.4.1. Định nghĩa và các tính chất của tích phân phức 

Khái niệm tích phân phức dọc theo một đường cong được định nghĩa tương tự tích phân 
đường loại 2. 

Giả sử ( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  xác định đơn trị trong miền D. L là đường cong (có thể 
đóng kín) nằm trong D có điểm mút đầu là A mút cuối là B. 

Chia L thành n đoạn bởi các điểm BzzzzA n ≡≡ ,...,,, 210  nằm trên L theo thứ tự tăng 
dần của các chỉ số. 
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Chọn trên mỗi cung con kk zz ,1−  của đường cong L một điểm bất kỳ kkk iη+ξ=ζ .  

Đặt  ,k k kz x iy= + 1 1 1, , ; 1, 2, ..., .k k k k k k k k kz z z x x x y y y k n− − −Δ = − Δ = − Δ = − =  

     ( )∑
=

Δζ=
n

k
kkn zfS

1
                       (1.48) 

được gọi là tổng tích phân của hàm ( )zf  trên L ứng với phân hoạch và cách chọn các điểm đại 

diện trên. Tổng này nói chung phụ thuộc vào hàm ( )zf , đường L, cách chia L bởi các điểm kz  và 

cách chọn các điểm kζ . 

Nếu khi 0max
1

→Δ
≤≤

k
nk

z  tổng nS  tiến tới giới hạn �∈I  không phụ thuộc cách chia đường 

L và chọn các điểm kζ  thì I được gọi là tích phân của hàm ( )zf  dọc theo đường cong L từ A đến 

B, ký hiệu ( )
AB

f z dz∫ .  Vậy       

   ( ) ( )
1
max 0 1

lim
k

k n

n

k k
z kAB

I f z dz f zζ
≤ ≤

Δ → =
= = Δ∑∫            (1.49) 

Tổng tích phân (1.48) có thể phân tích thành tổng của 2 tổng tích phân đường loại 2. 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ,
n n

k k k k k k k k
k k

f z u iv x i yζ ξ η ξ η
= =

Δ = + Δ + Δ⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , ,
n n

k k k k k k k k k k k k
k k

u x v y i v x u yξ η ξ η ξ η ξ η
= =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Δ − Δ + Δ + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑     (1.50) 

Tương tự (1.27), áp dụng (1.17) ta có 

    1

1
1

max 0
max 0

max 0

k
k n

k
k n k

k n

x
z

y
≤ ≤

≤ ≤
≤ ≤

⎧ Δ →
⎪Δ → ⇔ ⎨

Δ →⎪⎩

 

Vì vậy tích phân phức (1.49) tồn tại khi và chỉ khi hai tích phân đường loại 2 có tổng tích 
phân (1.50) tồn tại và có đẳng thức 

x

y  

0zA ≡  

nzB ≡  

1−kz  kz  
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   ( )
AB AB AB

f z dz udx vdy i vdx udy= − + +∫ ∫ ∫         (1.51) 

Nếu hàm ( ) ( ) ( )yxivyxuzfw ,, +==  liên tục trên D và cung AB  trơn từng khúc thì tồn 
tại hai tích phân đường loại 2 ở vế phải của (1.51) do đó tồn tại tích phân phức tương ứng.  

Đẳng thức (1.51) suy ra rằng tích phân phức có các tính chất như các tính chất của tích phân 
đường loại 2.  

    ( ) ( )( ) ( ) ( )
AB AB AB

f z g z dz f z dz g z dz+ = +∫ ∫ ∫ .  

     ( ) ( )
AB AB

kf z dz k f z dz=∫ ∫ ; constk − .  

    ( ) ( )
AB BA

f z dz f z dz= −∫ ∫ .   

    ( ) ( )∫∫ ≤
LL

dszfdzzf ,  

vế phải của bất đẳng thức là tích phân đường loại 1 trên cung L có vi phân cung là 
2 2ds dz dx dy= = + . Đặc biệt, nếu ( ) L, ∈∀≤ zMzf  và l  là độ dài của đường cong L thì   

( )
L

f z dz Ml≤∫ .                (1.52) 

Khi A trùng với B thì L là đường cong kín (ta chỉ xét các đường cong kín không tự cắt, gọi 
là đường Jordan). Tích phân trên đường cong kín L được quy ước lấy theo chiều dương, ký hiệu là 

( )
L

f z dz∫ .  

Ví dụ 1.15: Tính tích phân 2

AB

I z dz= ∫ ;  iBiA 42,1 +=+=   

1. Dọc theo parabol 21,2 ≤≤= xxy . 

2. Dọc theo đường thẳng nối A và B. 

Giải: 
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( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 22 2
AB AB AB AB

I z dz x iy dx idy x y dx xydy i xydx x y dy= = + + = − − + + −∫ ∫ ∫ ∫  

1. Nếu lấy tích phân dọc theo 2xy =  thì xdxdy 2=  

( )[ ] ( )[ ]∫∫ −
−

=−++−−=⇒
2

1

423
2

1

442 6
3
86224 idxxxxxidxxxxI . 

2.  Nếu lấy tích phân dọc theo đường thẳng nối từ A đến B thì 23 −= xy , dxdy 3=    

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

2 22 2

1 1

863 2 2 3 2 3 2 3 2 3 3 2 6 .
3

I x x x x dx i x x x x dx i−⎡ ⎤⎡ ⎤= − − − − + − + − − = −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫
   Qua ví dụ trên ta nhận thấy giá trị của tích phân không phụ thuộc vào đường lấy tích phân từ A 
đến B. Các định lý sau cho điều kiện cần và đủ để tích phân phức không phụ thuộc vào đường lấy 
tích phân nối hai đầu mút của đường. 

1.4.2. Định lý tích phân Cauchy 

Định lý 1.6: Điều kiện cần và đủ để tích phân của hàm ( )zf  trong miền D không phụ thuộc 

vào đường lấy tích phân là tích phân của ( )zf  dọc theo mọi đường cong kín bất kỳ (không tự cắt 
nhau) trong D phải bằng 0.  

Định lý 1.7: Nếu hàm phức ( )zfw =  giải tích trong miền đơn liên D thì tích phân của 

( )zf  dọc theo mọi đường cong kín L bất kỳ trong D đều bằng 0. 

Chứng minh: Áp dụng định lý Green để đưa tích phân đường loại 2 về tích phân kép và 
công thức (1.51) ta có 

( )
L L L

v u u vf z dz udx vdy i vdx udy dxdy i dxdy
x y x yΔ Δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − + + = − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫∫  

trong đó Δ  là hình phẳng giới hạn bởi đường cong kín L nằm trong D. 

Vì ( )zfw =  giải tích trong miền đơn liên D nên các hàm dưới dấu tích phân trong hai tích 

phân kép ở trên đều bằng 0 do thỏa mãn điều kiện Cauchy-Riemann. Vậy ( ) 0
L

f z dz =∫ . 

Hệ quả 1: Nếu ( )zfw =  giải tích trong miền kín, đơn liên D  thì. ( ) 0
D

f z dz
∂

=∫ .  

Chứng minh: Tồn tại miền đơn liên DG ⊃  và ( )zf  giải tích trong G. Áp dụng định lý 1.9 

cho hàm ( )zf  trong G và tích phân lấy trên đường cong kín GD ⊂∂ . 

Hệ quả 2: Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong miền kín đa liên D  có biên ngoài là 0Γ  và biên 

trong là nΓΓ ...,,1  thì 

     ( ) ( )
0 1 k

n

k
f z dz f z dz

=Γ Γ

=∑∫ ∫                           (1.53) 
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Chứng minh: 

 

 

 

 

 

 

 

Cắt D  theo các lát cắt nối 0Γ  với nΓΓ ,...,1  thì ta được một miền đơn liên. Tích phân trên 

biên của miền này bằng 0 và chú ý rằng lúc đó tích phân trên đường nối 0Γ  với nΓΓ ,...,1  được 

lấy hai lần ngược chiều nhau vì vậy tích phân trên biên bằng ( ) ( )
0 1

0
k

n

k
f z dz f z dz

=Γ Γ

− =∑∫ ∫ .  

Có thể chứng minh được rằng hệ quả 1 và hệ quả 2 còn đúng khi ( )zf  giải tích trong D và 

liên tục trong D . 

Ví dụ 1.16: Tính tích phân  
( )

;n n
L

dzI n
z a

= ∈
−∫ �  trong đó L là đường cong kín bất kỳ 

không đi qua a . 

Giải: 

Gọi D là miền được 

giới hạn bởi L. 

 

 

 

  Nếu D∉a  thì ( )
( )naz

zf
−

=
1

  giải tích trong D nên 0=nI . 

  Nếu D∈a . Gọi { }razzCr =−∈= �  là đường tròn tâm a  bán kính r . Chọn r đủ 

bé để D⊂rC . Xét D'  là miền nhị liên có được bằng cách lấy miền D bỏ đi hình tròn tâm a  bán 

kính r . D'  có biên ngoài là L, biên trong là rC . ( )
( )naz

zf
−

=
1

 giải tích trong D' . Theo hệ quả 

2 ta có: 

( ) ( )r

n n n
L C

dz dzI
z a z a

= =
− −∫ ∫ .  

Phương trình tham số của π≤≤+= 20;: treazC it
r . Do đó 

0Γ  

1Γ  

nΓ  

• arC  

L 



Chương 1: Hàm biến số phức 

 28
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∫
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2

0
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1

2

0
2

0
int n

ni

ndte
r

nidt

dt
er

rieI
tni

n

n

it

n        (1.54) 

1.4.3. Tích phân bất định, nguyên hàm 

Hàm ( )zF  được gọi là một nguyên hàm của hàm phức ( )zf  nếu ( ) ( )'F z f z= . 

Tương tự như hàm thực, ta có thể chứng minh được rằng nếu ( )zF  là một nguyên hàm của 

( )zf  thì ( ) CzF +  cũng là một nguyên hàm của ( )zf  và mọi nguyên hàm của ( )zf  đều có dạng 
như thế.    

Tập hợp các nguyên hàm của ( )zf  được gọi là tích phân bất định của ( )zf , ký hiệu 

( )∫ dzzf . 

Định lý 1.8: Giả sử hàm ( )zf  giải tích trong miền đơn liên D, D0 ∈z . Khi đó 

    ( ) ( ) ( )
0 0

z

z z z

F z f z dz f z dz= =∫ ∫   

là một nguyên hàm của ( )zf . Trong đó vế phải của đẳng thức trên là tích phân phức được lấy 

theo đường cong bất kỳ nằm trong D nối 0z  đến z . 

Định lý 1.9: (Công thức Newton - Lepnitz) 

Nếu hàm ( )zf  giải tích trong miền đơn liên D thì tồn tại một nguyên hàm ( )zF . Khi đó, 

với mọi D, 10 ∈zz  ta có: 

   ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

0
0

1 0

z
z

z
z

f z dz F z F z F z= = −∫                     (1.55) 

Ví dụ 1.17:  Cedze zz +=∫ ,   C
n
zdzz

n
n +

+
=

+

∫ 1

1
,   Czzdz +−=∫ cossin ; 

   izdzz
i

i

i

i
6

3
86

3
42

1

342

1

2 −−==
+

+

+

+
∫ . 

1.4.4. Công thức tích phân Cauchy 

Định lý 1.10: Giả sử ( )zf  giải tích trong miền D (có thể đa liên) có biên là D∂ . Khi đó, 
với mọi Da∈  ta có: 

 ( ) ( )1
2 D

f z
f a dz

i z aπ ∂

=
−∫             (1.56) 

tích phân được lấy theo chiều dương của D∂ . 
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Chứng minh: Với mọi 0>ε  chọn r đủ bé để đường tròn tâm a  bán kính r : D⊂rC và 

( ) ( ) ε<− afzf  (điều này có được vì ( )zf  liên tục tại a). Gọi '
rD  là miền có được bằng cách bỏ 

đi hình tròn { }razzCr <−∈= �   từ miền D. Biên của '
rD  gồm biên D∂  của D và rC .  Hàm 

( )
az

zf
−

 giải tích trong miền '
rD , áp dụng hệ quả 2 của Định lý 1.6 ta được 

    
( ) ( )1 1

2 2
rD C

f z f z
dz dz

i z a i z aπ π∂

=
− −∫ ∫  

Mặt khác, từ ví dụ 1.16 ta có  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

2 2 2
r rD C C

f z f z f a
dz f a dz dz

i z a i z a i z aπ π π∂

− = −
− − −∫ ∫ ∫  

                          
( ) ( )1 1 2

2 2
rC

f z f a
dz r

i z a r
ε π ε

π π
−

= < ⋅ ⋅ =
−∫ . 

Vì 0ε >  bé tuỳ ý cho trước nên 
( ) ( ) ( ) ( )1 10

2 2D D

f z f z
dz f a f a dz

i z a i z aπ π∂ ∂

− = ⇒ =
− −∫ ∫ . 

1.4.5. Đạo hàm cấp cao của hàm giải tích 

Định lý 1.11: Hàm ( )zf  giải tích trong D  thì có đạo hàm mọi cấp trong D và với mọi 
Da∈  ta có: 

  ( ) ( )
( )

( )
1

!
2

n
n

C

f znf a dz
i z aπ +=

−∫                                       (1.57) 

Từ (1.56)-(1.57) ta có công thức tích phân Cauchy: 

( ) ( )2
D

f z
dz if a

z a
π

∂

=
−∫ , 

( )
( )

( )( )
1

2
!

n
n

C

f z idz f a
nz a
π

+ =
−∫                     (1.58) 

trong đó C là đường cong kín bất kỳ bao quanh a  nằm trong D. 

Nhận xét: 

1. Định lý trên suy ra rằng đạo hàm của một hàm giải tích là một hàm giải tích. 

2. Kết hợp định lý 1.7 và định lý 1.10, ta suy ra rằng: điều kiện cần và đủ để hàm đơn trị 
( )zf  có nguyên hàm trong miền D là giải tích trong D. 

Ví dụ 1.18: Tính tích phân  
( ) 2

cos
1C

zI dz
z z

=
+∫ , trong đó C là đường tròn: 31 =−z . 

Giải: Bằng phương pháp đồng nhất hệ số, ta có thể phân tích 
( ) 21

1
zz +

 thành tổng các phân 

thức hữu tỷ tối giản  
( ) 1

111
1
1

22 +
++−=

+ zzzzz
.  
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Do đó  
( ) 2 2

cos cos cos cos
1 1C C C C

z z z zI dz dz dz dz
z z z z z

= = − + +
+ +∫ ∫ ∫ ∫ .  

Các điểm 0=z  và 1−=z  đều nằm trong hình tròn giới hạn bởi C. Áp dụng công thức 
(1.56)' và (1.57)' ta có:  

 ( ) ( )0 0 12 cos 2 cos ' 2 cos 2 1 cos1z z zI i z i z i z iπ π π π= = =−= − + + = − + . 

 




